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Caloulation of Phase Diagrams of Ternary Metallic Systems
from Thermodynamic Data of Binary Mixtures

Various methods of calculation of phase diagrams of multi-
component metallic systems are discussed and compared with
experimental data.

Verschiedene Berechnungsmethoden von Phasendiagram-
men multikomponenter metallischer Systeme werden diskutiert
und mit experimentellen Daten verglichen.

Die Bestimmung der Phasengrenzen metallischer Phasen mit
mehreren Komponenten ist mit konventionellen Methoden (thermische
Analyse, Mikroskopie, Radiokristallographie) schwierig, schon weil
a priori keine Richtlinie znr Auswahl der Legierungszusammensetzun-
gen verfiigbar ist, die man zweckmaligerweise einer Untersuchung unter-
wirft. Uberdies muB fiir alle diese Methoden das Gleichgewicht zwischen
den vorhandenen Phasen eingestellt sein. Das geht zwar bei flissigen
Phasen meist schnell, aber keineswegs auch bei festen Phasen, bei welchen
die Binstellung des Gleichgewichts recht lange dauern kann. Die Be-
deutung der kinetischen Faktoren, welche die Moglichkeit der Unter-
suchung von Phasendiagrammen begrenzen, macht sich um so mehr
bemerkbar, je mehr Bestandteile die Systeme haben. Trotzdem hat die
Kenntnis der Phasengrenzen und ihre Beeinflussung durch zusétzliche
Komponenten fiir die Lisung metallurgischer Probleme hervorragendes
Interesse.

Der néchstliegende Weg ist die Berechnung der Zusammensetzung
der in einem Vielkomponenten-System im Gleichgewicht vorhandenen
Phasen aus thermodynamischen Mischungsgréfen fliissiger und fester
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Losungen ; diese sind allerdings nur fiir eine sehr begrenzte Zahl ternirer
Systeme bekannt. Oft ist es vorteilhaft, sie aus den Mischungsgréfien der
konstituierenden bindren Systeme abzuschdtzen, fiir welche Daten
hiufiger vorliegen.

In der vorliegenden Mitteilung behandeln wir thermodynamische
Beziehungen, welche die Gleichgewichte zwischen Phasen eines Viel-
komponenten-Systems ausdriicken, ferner auf Substitutionslésungen
beziigliche Wechselwirkungsmodelle, die zur Bestimmung von Phasen-
gleichgewichtsdiagrammen 1iiber den ganzen Konzentrationsbereich
angewandt wurden.

Die Anderung der Freien Enthalpie A @ eines Systems das ¢ mit-
einander im Gleichgewicht stehende Phase bildet, steht zu den Freien
Enthalpien der einzelnen Phasen in folgender Beziehung:

j=¢—1
AG=AG® L 3 PjAGHD —AGW) (1

ji=1

wobei £; den Bruchteil der Phase j in einem Mol der urspriinglichen
Legierung bedeutet. Es ist bekannt, dal} die maximale Anzahl der
Phasen, die in einem System aus m Bestandteilen im Gleichgewicht vor-
handen sein konnen, m -+ 1 betrigt. Diese Beziehung setzt voraus, dafl
die Bezugszustande jeder Komponente in den verschiedenen Phasen
dieselben sind. Wenn a; den Molenbruch des Bestandteiles ¢ im Ausgangs-
system vorstelit und ;0 seinen Molenbruch in der Phase j, sind die
Terme P; mit den verschiedenen Molenbriichen durch ein System
von (g—1) linearen Gleichungen verkniipft, das man in der Form

2 — 2@ | = 2D — 2@ || Py | (2)
schreiben kann, oder auch

| Pyl = ) — @ || =5 | g — )| ®)

Die Bestandteile 4 sind willkiirlich gewahlt.

So ist die Anderung der Freien Enthalpie A G des Systems gemaB
Gl (3) eine Funktion von ¢ (m — 1) unabhéngigen Variablen und sie hat
ein Minimum, wenn alle Phasen im Gleichgewicht sind. Die Berechnung
der Zusammensetzungen im Gleichgewicht bei gegebener Temperatur
liuft also darauf hinaus, die Anderung der Freien Enthalpie in bezug auf
jede der unabhdngigen Variablen zu einem Minimum zu machen. Die
Kenntnis der Mischungs-Enthalpien und -Entropien erlaubt dariiber
hinaus dic Ableitung der zwischen x und 7' vorhandenen Relation und
die Aufstellung des Phasengleichgewichtsdiagramms. Diese Berechnungs-
methode hat Gaye' zur Bestimmung der Mischungsliicke im terndren

U H. Gaye und C. H. P. Lupis, Scripta Met. 1970, 4, 685.
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System Bi-—Pb—Zn benutzt. Es ist dabei zu bemerken, daB zur Berech-
nung der Zusammensetzung der Phasen im Gleichgewicht eine etwas
verschiedene Methode angewandt wurde: Losung des Gleichungssystems,
das die Gleichheit des chemischen Potentials p aller Komponenten in
jeder der Phasen ausdriickt, z. B. fiir den Bestandteil 7:

we® = = = @ (4)
oder in Termen der Partiellen Freien Enthalpien
AGW =AG® L AGU=>D = .. =AG® + AGE=>9  (5)

Der Term A G41~>¢ bedeutet die Anderung der Freien Enthalpie des
Bestandteiles ¢ fiir den Ubergang 1 — g.

Diese Gleichgewichtsbeziehungen wurden am haufigsten zur Berech-
nung von Phasendiagrammen bindrer und terndrer Systeme verwendet;
sie erweisen sich aber als umstindlich, wenn das System mehr als drei
Komponenten besitzt.

Im Falle eines Gleichgewichts zwischen einer flissigen Losung, die
m Bestandteile enthilt, mit dem festen Reinstoff oder mit einer inter-
metallischen bindren Verbindung von definierter Zusammensetzung
i,jp 148t sich die Gleichgewichtstemperatur, abgeleitet ans Gl. (4), in
einer einfachen Form ausdriicken:

Al 4 L

A S+ LTy

oder

X{AH@—{—(1—~X7;)AH9~—AH¢“]~B-{—X5L7;—{—(I—Xi)Lj )
X:AS;+(1 —Xy) AS; —A Sio‘jﬁ + XLyfTy + (1 — X)L T
A Hy,jy bow. AS;,j, sind die Anderungen der Bildungsenthalpie
bzw. -entropie der definierten biniren Verbindung, deren Molenbruch
an s X; betragt, L; bzw. T'; die Schmelzwirme bzw. die Schmelztemperatur
des reinen Bestandteiles <.

Die oben angegebenen Beziehungen zeigen also, dal man zur
Berechnung der Phasen-Gleichgewichtsdiagramme die Temperatur-
koeffizienten der Freien Mischungsenthalpie sowie die Umwandlungs-
enthalpien der Reinstotfe fiir die verschiedenen Strukturen kennen muf.
Wie schon gesagt, sind nur wenige Mischungsgréfien von Systemen aus
vielen Bestandteilen bekannt. Deswegen sind Interpolationsbeziehungen,
die man zur Berechnung dieser Gréfien aus den thermodynamischen
Eigenschaften der biniren Randsysteme benutzt, von groBer Niitzlich-
keit bei der Abschitzung von Phasengleichgewichtsdiagrammen.
Obgleich zahlreiche Wechselwirkungsmodelle zur Bestimmung von
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Mischungsgrofien in Systemen mit vielen Bestandteilen existieren?-4,
haben nur vier davon zur Berechnung von Diagrammen Anwendung
gefunden; sie seien kurz beschrieben.

Modell der reguldren Lésung

Bei dem Modell der reguliren Losung, das wir Hildebrand® verdanken,
ist jedes Atom von emer Schale von Nachbarn umgeben, deren Anzahl
die Koordinationszahl z heiit. Die Zahl z ist unabhingig von der Natur
des Zentralatoms, und auch die Zusammensetzung der Nachbarschale
soll im Mittel dieselbe sein wie die der gesamten Losung. Die Zahl der
Paare ¢j ist also proportional dem Produkt a;z;, wobei x; und z; die
Molenbriiche der Bestandteile 7 bzw. j in der Losung sind. Die Anderung
der Enthalpie A H ist gegeben durch

t=m—1 j=m
AH= % z RS (8)

i=1 j=i+4

. 1 1
wobel Ay =2zN [Q € + 5 &5 — Eij l ‘

2y ist der Wechselwirkungsparameter in der bindren Ldésung ¢—j.
Da die Zusammensetzung der Nachbarschalen von der Natur des
Zentralatoms nicht beeinfluBt wird, gibt es keinen Ordnungseffeks, und
die Mischungsentropie ist ideal.

Mezjering® hat dieses Modell benuntzt, um den isothermen Schnitt
des Systems Cu—Ni—Cr bei 1203 K. zu berechnen, der mit dem experi-
mentell gefundenen Diagramm in sehr befriedigender Weise iiberein-
stimmt (Abb. la, 1b). Kaufman? hat ferner die isothermen Schnitte der
Systeme Mo—W-——0s, Zr—Ta—W, Re—W—Ta und Re—Hr—Mo im

2 J.J. van Laar, Z. Physik. Chem. 83, 599 (1913).

3 Q. Scatchard und W. J. Hamer, J. Amer. Chem. Soc. 57, 1805 (1935).

4 A. Krupkowski, Bull. Acad. Pol. Sci. et Lett. A 1951, 15; K. Bonnier
und R. Caboz, C. r. hebdomad. 8é. Acad. Sci. 250, 527 (1960); C. H. P. Lupzs,
Ph.D. Thesis, Mass. Inst. Technol., Boston, 1965; C. H. P. Lupis und
J. F. Elliott, Acta Met. 15, 265 (1967);.J. C. Mathieu, F. Durand und E. Bon-
nier, J. Chim. Physique 11—12, 1289 (1965); J. C. Mathieu, F. Durand und
E. Bonnier, J. Chim. Phys. 1112, 1297 (1965); B. Brion, J. C. Mathieu,
P. Hicter und P. Desre, J. Chim. Phys. 66, 1238 (1969); G. W. Toop, Trans.
MS. AIME, 233, 850 (1965); G. W. Wilson, J. Amer. Chem. Soc. 86, 127
(1964); C. Colinet, D.E.8., Fac. des Seci., Univ. Grenoble, 1967.

5 J. H. Hildebrand, J. Amer. Chem. Soc. 51, 66 (1929).

8 J. L. Meijering, Acta Met. 5, 527 (1957); J. L. Metjering, G. W.
Rathewai, M. G. van der Steeg und P. B. Braun, J. Inst. Met. 56, 84, 118 (1955).

7 L. Kaufmon und H. Bernstein, Computer Caleulation of Phase Dia-
grams. Academic Press. 1970.
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Temperaturbereich zwischen 1800 und 3000 K bestimmt. Das Dia-
gramm Ge—Bi—Si ist von Hurle® abgeschitzt worden.

Cr

N N N N
Ni

Cu 05
—Xni

Abb. 1. a) Experimentelles Phasendiagramm des Systems Ni—Cr—Cu bei
930° C%. A: homogene kubisch-raumzentrierte Losung. B: homogene
kubisch flichenzentrierte Losung; C: zweiphasig kubisch-flichenzentrierter
Bereich; D: zweiphasiger Bereich, kubisch raumzentriert 4+ kubisch flachen-
zentriert (Cu-reich); E: zweiphasiger Bereich, kubisch raumzentriert und
kubisch flichenzentriert (Ni-reich); F: dreiphasiger Bereich, kubisch raum-
zentriert und 2mal kubisch flachenzentriert (reproduz. aus %)

Quasi-chemisches Modell

Das quasichemische Modell von Guggenheim® behilt identische
Koordinationszahlen fiir alle Atome bei, beriicksichtigt aber die Nah-
ordnung, welche durch die konkurrierende Wechselwirkung verschie-
dener Nachbaratome auf ein zentrales Atom entsteht; diese Nahordnung

8 D.T.J. Hurleund E. R. Pike, J. Mat. Sci. 399 (1966).
® E. A. Guggenheim, Mixtures. Oxford: Clarendon Press. 1952.

N
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wird ausgedriickt durch Gl. (9), welche ny liefert, die Zahl der Paare i)
im chemischen Gleichgewicht mit den Paaren i und jj

k=m t=m

4% = (g — Z Sy mar) (ny — Z Bs5 mar) exp (— 2 Mgz /2kT) (9)

Cr

Cu ’ ’ 05 Ni
— XN

Abb. 1.b) Isothermer Schnitt des Systems Ni—Cr—Cu, berechnet?, (repro-
duz. aus %)

wobei 35, der Kroneckerindex, den Wert 1 oder 0 annimmt, je nachdem,
ob ¢ gleich oder ungleich j.
Die Anderung der freien UberschuBenthalpie der Mischung folgt aus
Gl. (10):
k=m—1

A G = Z :Zm (RT 2[2)xiIn[(ng—mn X, Oy nar)fnai?]. (10)
k=1

i=1

Die Anderung der Mischungsenthalpie ergibt sich aus Gl. (11):

i=m—1 Jj=m

AH= 3] 2 dylngn) mit m= ¥ n (11)

i=1 j=i+1
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Der Parameter );; ist derselbe wie in Gl. (8) und wird aus der experi-
mentell bestimmten Werten aller bindren Randsysteme abgeleitet. Die
verschiedenen Werte von 7y werden durch Losung des Systems von C'Izn-
Gleichungen, die durch (9) definiert sind, erhalten.

Stringfellow® hat dieses Modell benutzt, um die isothermen Schnitte
der Systeme In—Ga—As, In—As—8b, Ge—Si—Sn und Ge—Si-—Pb bei
Temperaturen zwischen 1100 und 1300 K zu berechnen. Die Uberein-
stimmung mit den experimentellen Werten ist ausgezeichnet.

Die statistischen Modelle, verbunden mit Hypothesen betreffs der
Wechselwirkungsenergien der Atome, haben ihre Niitzlichkeit zur
Beschreibung der Konfiguration der Losungen und damit bei der
Bestimmung der thermodynamischen Mischungsgréfien erwiesen. Trotz-
dem wendete man die oben beschriebenen Modelle nur bei einer be-
schrinkten Zahl von Systemen an. Sie bedingen eine Symmetrie der
thermodynamischen Funktionen hinsichtlich der Zusammensetzung, die
man im allgemeinen experimentell nicht bestatigh findet. Ferner ist zu
bemerken, daB diese Modelle nur einen einzigen Parameter bendtigen,
um die thermodynamischen Eigenschaften als Funktion des Molen-
bruches fiir jedes bindre Randsystem darzustellen.

Polynomische Beziehungen

Auch empirische analytische Beziehungen’! wurden verwendet zur
Interpolation thermodynamischer Mischungsgré@en in terniren Syste-
men oder Systemen aus m Komponenten. Eine UberschuBgrofe X=s
1aBt sich in der allgemeinen Form schreiben:

m  m m m  m
Xas = %xl > 25y + >y ijz Txijr + .- - - (12)
1 1 1 1

Die Terme ag5, as5% . . . sind Konstanten, wobei einerseits a;x = ajr =
= ay, andererseits ayu; = a;; = 0 gilt.

In dieser Relation sind Koeffizienten enthalten, die nicht aus der
bloBen Kenntnis der bindren Randsysteme abgeleitet werden kounnen,
mnd deshalb wurden sie hauptsichlich verwendet, um experimentelle
Daten in den terndren Systemen in analytischer Form darzustellen.
Friorani hat so seine experimentellen Daten der Systeme Cd—Bi—Zn,
Pb—8n—7n und Cd—Pb—Zn*® wiedergegeben, was ihm iiberdies
ermdglichte, die Mischungsliicken im fliissigen Zustand zu berechnen.

1 @. B. Stringfellow und P. E. Greene, J. Phys. Chem. Solids 30, 1779
(1969); G. B. Stringfellow und P. E. Greene, J. Electrochem. Soc., Solid
State Sci. 117, 1075 (1970).

1 K. Wohl, Trans. Amer. Inst. Chem. Engng. 42, 215 (1946).

2 M. Fiorani und L. Oleari, Ric. Sci. 29, 2349, 2372 (1959).
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Kohlerseche Beziehung

Kohler'® hat vorgeschlagen, die Freie UberschuBenthalpie eines
homogenen terniren Systems auszudriicken durch die Beziehung:

A Gx.g — (xA + ,Z'B)Z (A Gj.% xA/xB

+ (xp -+ ze)* (A GBz‘(?/')xB/xC

+ (w4 +2c)2 (A G +

)xA/xo
(13)

Zn

Abb. 2. Liquidus des Systems Cd—Sn—Zn, exper.'* — - - —, ber. % ..
{Temp. in °C}

in der 6%, 6%, und G%, Anderungen der Freien UberschuBenthalpien
binarer Randsysteme sind, genommen fiir die Werte z4/xg, z4/zc und
xp/rc, also entlang der quasibindren Schnitte. Diese Gleichung wurde
13 F. Kohler, Mh, Chem. 91, 738 (1960).
u R Lorenz und D. Plumbridge, Z. Anorg. Allgem. Chem. 83, 228 (1913).
15 7. Ansara, P. Desre und E. Bonnger, C.r. hebdomad. Sé. Acad. Seci.
270, 1098 (1970).
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auch von Olson® vorgeschlagen und von Kehioian'? erweitert auf
Systeme aus m Bestandteilen. In diesem Falle erhalt G#s die Form:

i=m—1 j=m
AG# = ¥ X Ami+ )P (A Gy

i=1 j=i+1

)wz‘/x]‘ (44)

CdSb 456'C

—Xpp
Abb. 3. Liquidus des Systems Cd—Pb—8h, exper.® - - - - ber.
{Temp. in °C)

Die Anderung der zusitzlichen partiellen freien Enthalpie einer der
Komponenten £ ist gegeben durch die Beziehung:

Aékzs — 221 (s + z) (A rf}i + A é]:(szk )xk/wz.__
i=n—1 j=m
Y e (s gy

=1 j=1i+1

Jedfz;. (15)

18 N.J. Olson und G, W. Toop, Trans. MS. AIME 236, 590 (1966).
17 H. Kehigian, Bull. Acad. Pol. Sci. 14, 153 (1966).

18 F. Abel, O. Redlich und L. Adler, Z. Anorg. Allgem. Chem. 174, 269
(1928).



xSn

Abb. 4. Liquidus des Systems Cd—Bi—Sn, exper.?® — - - _ ber. — . —.
{Temp. in °C)

Zn 05 Pb
— Xy
Abb. 5. Tsothermer Schnitt des Systems Cd—Pb—Zn, exper.?? ——,
ber.?® . . . ., Grenze des zweiphasigen Bereiches ** Spinodalkurve

v H.J. Bray, F. D. Bell und 8. J. Harris, J. Inst. Met. 90, 24 (1961 bis
1962).
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Die Anderungen der Mischungs- Enthalpie und der zusitzlichen Mischungs-
Entropie kénnen als Funktion der entsprechenden GroBen der bindren
Systeme ausgedriickt werden durch eine zu den Gl. {(13) oder (14) analoge
Gleichung.

Die Kobhler-Gleichung hat unter den beschriebenen Modellen den
groBen Vorteil, daf sie experimentelle Grofen der bindren Randsysteme

Cd

Zn Pb

Abb. 6. Schnitte der Spinodalflache im System Cd—Sn—Zn—Pb bei 500° C
fir 2gy = 0,0, 0,2, 0,3, 0,4

benutzt, und nicht fiktive Werte, die durch eine analytische Approxi-
mationsbeziehung gegeben sind.

Die Beziehungen (6) und (7) wurden zur Berechnung der Schmelz-
diagramme in den terniren Systemen Cd—Sn—Zn, Cd—Pb—Sb* und
Cd—Pb—Bi verwendet (Abb. 2, 3, 4). Es ist auch die experimentell
gefundene Kurve eingezeichnet, die Ubereinstimmung ist besonders
befriedigend.

Die Mischungsliicken der Systeme Cd-—Pb—Zn, Sn—Pb—Zn,
Al—Pb—Sn %, Ag—Pb—S8n?! wurden mittels der Beziehung (8) bestimmt,

2 I. Ansara, P. Desre und E. Bonnger, J. Chim. Phys. 66, 297 (1969).
¥ N.J. Olson und G. W. Toop, Trans. MS. ATME 245, 905 (1969).
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ein Beispiel dafiir zeigt Abb. 5. Der Verlauf ergibt sich fast automatisch
und die so erhaltene Kurve ist in guter Ubereinstimmung mit den
experimentellen Befunden von Fiorani'®. Auf der Abb. ist auch die
Spinodalkurve eingezeichnet. Diese ist gegeben durch die Bedingung:

Gy =0firi,j=1,2 ..... L m =1,

wobei Gy = 0G[ox0%;.

Die Resultate der GL. (10) ergeben sich durch numerische Berechnung,
wobei die Zusammensetzung, welche fiir die Spinodalkurve charakteri-
stisch ist, durch den Ubergang der Determinante G;; von einem positiven
in einen negativen Wert gekennzeichnet ist.

Abb. 6 zeigt Abschnitte der fir 500° berechneten Spinodalflache fiir
das quaternare flissige System Cd—Pb-—8Sn—~Zn fiir verschisdene Werte
von zgy (0.0, 0,2, 0,3, 0,4}. Die verwendete Darstellung entspricht einem
Tetraeder, dessen Spitze Sn im Unendlichen liegt. Unterhalb g, = 0,4
ist die fliissige Losung homogen.

Die dargelegten Ergebnisse zeigen, daB in erster Niherung die
Abschitzong von Phasendiagrammen auf Grund von Modellen, welche
auf den thermodynamischen Eigenschaften der bindren Randsysteme
basieren, zu einer befriedigenden Wiedergabe der experimentellen
Ergebnisse fithvt, Wihrend zahlreiche Mischungsdaten fiir fliissige
Losungen vorliegen, ist dies bei festen Phasen nicht so. Die komplette
experimentelle Untersuchung eines bindren Systems, die sich auf die
Aufstellung der Gleichgewichtsphasendiagramme einerseits, auf die
Bestimmung der thermodynamischen Eigenschaften andererseits er-
streckt, ist also wiinschenswert. Sie ist Voraussetzung fiir die Moglich-
keit, sowohl die Modelle als auch die Mischungsdaten systematisch fiir
eine Vorausberechnung der Phasengrenzen zu verwerten.



